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18 Induktive Statistik — Ruckschllsse von einer Stichprobe auf die Allgemeinheit ziehen

Wie bereits angesprochen geht es bei der induktiven Statistik darum, aus
einer Stichprobe Riickschliisse auf die zugrunde liegende Grundgesamtheit
zu ziehen bzw. Vermutungen iber die Grundgesamtheit zu stiitzen oder zu
verwerfen.

Im Wesentlichen stehen hierbei zwei Fragestellungen im Mittelpunkt. Zuerst
werden wir besprechen, wie man unbekannte Parameter einer Verteilung
schatzt, wenn man zwar die Art der Verteilung kennt, aber nicht die notwen-
digen Parameter. Man weil3 z. B., dass eine Zufallsvariable normalverteilt ist,
kennt aber p nicht.

Danach testen wir Vermutungen(Hypothesen). Das ist immer dann wichtig,
wenn man in Verhandlungen seinen Standpunkt vertreten muss, z. B. bei
der Qualitatskontrolle bei Lieferungen. Auch hier gehen wir davon aus, das
man nicht die komplette Lieferung untersuchen kann, weil sie entweder zu
groB ist oder man bei der Uberpriifung die Produkte zerstort.

18.1 Statistische Schatzverfahren

Es gibt zwei Methoden, wie man unbekannte Parameter schit-
zen kann. Zum einen kann man durch bestimmte Berechnungs-
verfahren einen Wert fiir den unbekannten Parameter ermitteln
(Punktschétzungen). Das hat den Vorteil, dass man mit der Zahl
direkt weiterrechnen kann, hat aber den Nachteil, dass man nicht
weil3, inwiefern man sich auf die Zahl verlassen kann.

Zum anderen kann man ein Intervall berechnen, in dem sich der
unbekannte Parameter mit einer vorgegebenen Wahrscheinlich-
keit befindet (Konfidenzintervalle bzw. Intervallschitzungen).
Diese Methode hat den Nachteil, dass man mit Intervallen
schlecht weiter rechnen kann, bietet aber direkt ein Giitemal}
mit an, ndmlich die Wahrscheinlichkeit, dass der unbekannte
Parameter wirklich in dem Intervall liegt. (Ohne vorgreifen zu
wollen, aber diese Wahrscheinlichkeit hei3t Konfidenzniveau.)

Werte fiir unbekannte Paramter in
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen erhalt man
mithilfe von Punktschatzungen

Die Idee der Punktschétzung ist die folgende: Man denkt sich
eine Funktion & aus, von der man annimmt, dass sie bestimmte
Eigenschaften besitzt, und die auf einer zu ziehenden Stichprobe
basiert: © = 19(X1,X2, LX),

In diese Schitzfunktion # setzt man die Messwerte der Stich-
probe ein und erhélt hierdurch einen Wert fiir den unbekannten
Parameter @, zumindest wenn man die Schitzfunktion geschickt
gewidhlt hat.

Sinnvoll sind Schitzfunktionen, die eine oder mehrere der fol-
genden Eigenschaften besitzen.

Definition: Erwartungstreue, Verzerrung und Konsis-
tenz

m  Eine Schitzfunktion 3(X1,X2,...,X,,) hei3t erwar-
tungstreu fiir einen unbekannten Parameter ¥, wenn
gilt:

E[f)(xl,xz, ...,Xn)] -9

Das bedeutet, man fordert, dass die Werte der Schétz-
funktion zumindest im Mittel tatsdchlich den unbe-
kannten Parameter als Ergebnis haben sollen.

= b, =E [73] — 1 heiBt Verzerrung von . Hiermit kann
man den Unterschied zwischen dem Erwartungswert
der Schitzfunktion und dem unbekannten Parameter
angeben.

= Eine Schitzfunktion 1§(X1 , X2, ..., X,) heifit asympto-
tisch erwartungstreu fiir einen unbekannten Parame-
ter ¥, wenn gilt:

nlirgoE[ﬁ(Xl,Xz,...,Xn)] -9

Diese Eigenschaft erfordert also, dass der Erwartungs-
wert der Schitzfunktion zumindest fiir unendlich grofe
Stichproben dem unbekannten Parameter, den es zu
schitzen gilt, entspricht. .

= Die Folge der Schitzfunktionen o, heifit konsistent fiir
¥, wenn gilt:

stoch

F X1 X)) 9

Das bedeutet, dass sich die Ergebnisse der Schitz-
funktion gemiB der oben erlduterten stochastischen
Konvergenz immer mehr dem unbekannten Parameter
annihern.

Dass eine Schitzfunktion erwartungstreu sein soll, leuchtet un-
mittelbar ein. SchlieBlich sollte im langfristigen Mittel der
unbekannte Parameter bei der Rechnung herauskommen. Wenn
das nicht exakt klappt, dann doch zumindest rein hypothetisch
im Unendlichen, auch wenn man in der Realitdt nicht unend-
lich viele Elemente in die Stichprobe packen kann. Dann hitten
wir aber zumindest die Eigenschaft der asymptotischen Erwar-
tungstreue erfiillt. Um die Konsistenz zu verstehen, miissen
wir grob eine Ahnung entwickelt haben, was die stochastische
Konvergenz aus Definition 17.8 eigentlich bedeutet: Bei der sto-
chastischen Konvergenz wird gefordert, dass eine Stichprobe
mit der Wahrscheinlichkeit 1 (was nicht ganz genau dasselbe
ist wie auf jeden Fall) so nahe wie moglich an ihrem Grenz-
wert liegt. Also besagt die Eigenschaft der Konsistenz, dass sich
die Schitzfunktion mit 100 %iger Wahrscheinlichkeit dem un-
bekannten Parameter néhern soll.

Anhand dieser Eigenschaften kénnen wir nun entscheiden, ob
eine gegebene Schitzfunktion sinnvoll ist. Zusitzlich gibt es
noch ein Qualititskriterium, das auf der Varianz basiert. Denn



zumindest bei erwartungstreuen Schitzern ist man natiirlich dar-
an interessiert, dass die Varianz der Schitzfunktion moglichst
gering ist. Das bedeutet, dass die Werte der Schitzfunktion
im Durchschnitt nur wenig vom unbekannten Parameter ¢ ab-
weichen, und stellt ein allgemein akzeptiertes Mal} fiir die
Zuverldssigkeit der Schitzung dar.

Definition: Mittleres Fehlerquadrat

Das mittlere Fehlerquadrat einer Schitzfunktion z§n ist
definiert als

MFQ(,) = E[(Bu(Xi. ... X)) = 9)°]
Wenn 75,, erwartungstreu ist, gilt:

MFQ(#,) = Var(#,).

Fiir wichtige Parameter gibt es erprobte
Punktschatzer

Bei einigen unbekannten Parametern ist schon ldngst bekannt,
wie gute bzw. die besten Schitzfunktionen aussehen. Diese
muss man also lediglich kennen und kann sie dann immer ver-
wenden.

Wichtige Punktschatzer

m Sei X eine Zufallsvariable mit unbekanntem Erwar-
tungswert ¥ = p = E[X], der aus n unabhingigen
Wiederholungen Xi,...,X, von X geschitzt werden
soll. Dann ist das arithmetische Mittel der Beobach-
tungswerte xy,...,x,

1 &
pfn(xl,...,xn) = ;in = Xn
i=1

eine erwartungstreue und konsistente Schitzfunktion
fiir £ mit MFQ(2,,) = "72 Unter allen linearen Schiitz-
funktionen ist diese Schitzfunktion diejenige mit der
geringsten Varianz.

m Sei X eine Zufallsvariable mit unbekannter Varianz
¥ = 0% = Var(X), die aus n unabhingigen Wiederho-
lungen Xi, ..., X, von X geschitzt werden soll. Dann
ist die Stichprobenvarianz

1 n
~2 2: =2
0 (X1,...,X) = —— Xi — Xp
n(l ) lil(l )

eine erwartungstreue und konsistente Schitzfunktion
fiir o2.

18.1 Statistische Schatzverfahren

Achtung Die in der deskriptiven Statistik gebréiuchliche em-
pirische Varianz s? ist nicht erwartungstreu fiir o, sondern
lediglich asymptotisch erwartungstreu. <

m  Sei X eine Zufallsvariable mit unbekannter Standard-
abweichung ¥} = o, die aus n unabhingigen Wiederho-
lungen Xi, ..., X, von X geschitzt werden soll. Dann
ist die Stichprobenstandardabweichung

n

— Y -y

i=1

&n(-xly e »-xn) =

eine asymptotisch erwartungstreue Schatzfunktion fiir
o.

Zur Berechnung von 62 verwendet man iiblicherweise die

n
Formel
A2 n

G = p— (xz—fz)

Den Ausdruck in der Klammer kennen wir bereits, er
bedeutet nichts anderes als s2. Also konnen wir auch fest-
halten, dass gilt:

Mit der Maximum-Likelihood-Methode kann
man Punktschatzer konstruieren

Nun kennen wir einige wichtige Schétzfunktionen, und wir sind
in der Lage, gegebene Schitzfunktionen auf verschiedene Gii-
temalle hin zu untersuchen. Es bleibt noch, dass wir selbst in
der Lage sind, sinnvolle Schitzfunktionen zu konstruieren. Dazu
lernen wir nun die Maximum-Likelihood-Methode (ML-Me-
thode) kennen. Maximum Likelihood bedeutet hierbei grofite
Wahrscheinlichkeit, und der Name ist, wie wir gleich feststellen
werden, Programm.

Die Idee der ML-Methode besteht darin, den unbekannten
Parameter ¥ so zu wihlen bzw. zu berechnen, dass die Wahr-
scheinlichkeit, mit diesem Wert fiir den unbekannten Parameter
die gegebene Stichprobe zu erhalten, am grofiten, also maximal
wird. Diese Idee muss man sich durch den Kopf gehen lassen,
dann erklirt sich die folgende Vorgehensweise eigentlich sehr
gut.

Vorgehensweise der Maximum-Likelihood-Methode

Gegeben sei eine Stichprobe xi, ..., x, als Realisierung
der Zufallsvariablen X, ..., X,. Wir nehmen an, dass wir
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454 18 Induktive Statistik — Ruckschllsse von einer Stichprobe auf die Allgemeinheit ziehen

die Art der Verteilung kennen, aber wie immer in diesem
Kapitel ist ein Parameter, ndmlich ¢, unbekannt und soll
geschitzt werden.

Wert des Maximums ist logischerweise ein anderer,
niamlich der Logarithmus des urspriinglichen Wertes,
aber dieser interessiert uns sowieso nicht.

3. Nun miissen wir all unser Wissen iiber Logarithmus-
gesetze ausgraben und /() vereinfachen. SchlieBlich
wollen wir uns beim Ableiten nicht iibernehmen.

1. Wir bestimmen die Likelihood-Funktion L(?}). 4. Aus dem gleichen Grund wenden wir auch alles an, was

Zur Durchfiithrung der ML-Methode miissen wir folgende
Schritte durchfiihren:

Im diskreten Fall lautet
L@) =[] Px = x),
i=1
im stetigen Fall lautet sie

L@ = [T/ .
i=1

Hierdurch berechnen wir die gemeinsame Wahrschein-
lichkeitsfunktion bzw. die gemeinsame Dichte der o. g.
Zufallsvariablen, also (zumindest im diskreten Fall)
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die gegebenen Er-
gebnisse tatsdchlich alle gemeinsam erzielt wurden.
Wegen der unterstellten Unabhéngigkeit der Elemente
einer Stichprobe kann man diese gemeinsame Wahr-
scheinlichkeit bzw. Dichte als Produkt der einzelnen
Wahrscheinlichkeiten bzw. Dichten berechnen. Ubri-
gens steht da mit voller Absicht jeweils x;. Wir miissen
also bei den gegebenen Wahrscheinlichkeitsfunktionen
und Dichten erst das k& bzw. x durch x; ersetzen.

. Nun soll der Parameter ¢} so bestimmt werden, dass

eben die Funktion L(¥}) maximal wird. Das bedeutet,
wir miissten eigentlich L' (¢}) berechnen, gleich 0 setzen
und priifen, ob wir tatsdchlich das globale Maximum
gefunden haben. Leider ist L(¢) ein Produkt, und beim
Ableiten von Produkten muss man die Produktregel be-
achten, was hier oftmals recht aufwendig wird. Daher
macht man normalerweise einen Kunstgriff:

Statt L(¢}) zu betrachten, ermittelt man die Log-Like-
lihood-Funktion /() das ist

I(®) = InL(D).

Im diskreten Fall ist

I(9) =InL®) = Y In(P(X = x))).

i=1

Im stetigen Fall berechnet sich /(©%) durch

1(9) =L@®) = > In(f(x;)).

i=1

Diese Funktion ldsst sich viel einfacher ableiten, hat
aber an derselben Stelle ihr globales Maximum wie
die Likelihood-Funktion. Das liegt daran, dass der Lo-
garithmus eine monoton wachsende Funktion ist. Der

wir noch zur Vereinfachung von Summen wissen.
5. Jetzt bilden wir /'(¢7).

Achtung Immer daran denken, dass wir nach ¢ ableiten. Alle
anderen Buchstaben, die bei /(1) auftauchen, sind nur Konstan-
ten. <

6. Jetzt suchen wir das globale Maximum von /().
Hierzu macht man am einfachsten eine Monotoniebe-
trachtung und priift, wo /() steigt und wo /() fallt,
also wo //(¢) > 0 bzw. I'(¢}) < 0. An den Stellen, an
denen ein Wechsel von Steigen zu Fallen stattfindet,
verstecken sich (zumindest bei stetigen Funktionen)
lokale Maxima.

7. Nun iiberpriifen wir, ob es sich bei dem Kandidaten
um ein globales Maximum handelt, wir suchen also die
Stelle, an der [(}) den absolut groRten Wert annimmt.
Hierzu muss man alle lokalen Maxima und die Rénder
des Definitionsbereichs beriicksichtigen, um sicher-
zustellen, dass man wirklich ein globales Maximum
erhilt. Die Stelle, an der /(¢}) den groBten Funktions-
wert annimmt, ist das globale Maximum der Funktion.

8. Das gefundene globale Maximum nennen wir nun
noch 5}". Wir haben die Schitzfunktion fiir den unbe-
kannten Parameter ¢ gefunden.

Intervallschatzungen liefern eine
Vertrauenswahrscheinlichkeit

Punktschitzer konnen wir nun berechnen. Allerdings haben die-
se, wie oben schon angesprochen, den kleinen Nachteil, dass
man die Zahl, die herauskommt, glauben muss oder nicht. Es
gibt keine Garantie, dass der Wert mit dem wirklichen Parame-
ter libereinstimmt. Etwas anders sieht das aus, wenn man darauf
verzichtet, eine Zahl als Ergebnis zu haben, sondern sich mit
einem Intervall zufrieden gibt. Diese Intervalle heifen Konfi-
denzintervalle oder Konfidenzbereiche.

Der wirklich wahre Parameter soll also innerhalb gewisser
Grenzen liegen. Dann kann man zusitzlich noch die Wahr-
scheinlichkeit berechnen, dass das Intervall tatsichlich den
unbekannten Parameter iiberdeckt, bzw. — und das ist noch viel
besser — man kann diese Wahrscheinlichkeit vorgeben, sozusa-
gen als Anspruchsniveau, und dann ein Intervall berechnen, das
dieses Anspruchsniveau erfiillt.



Anwendung: Maximum-Likelihood-Methode

In der Qualitédtskontrolle eines Betriebs, der Gliihbirnen pro-
duziert, sollen diese auf Funktionsfihigkeit (intakt/defekt)
iiberpriift werden. Dazu wird der Produktion eine Stichprobe
vom Umfang n entnommen, die durch die stochastisch un-
abhédngigen ZufallsgroBen X1, X», ..., X, beschrieben wird,
wobei X; = 1, falls Birne i defekt ist, und X; = 0, falls
Birne i intakt ist. Dabei ist die Ausschusswahrscheinlichkeit
p = P(X; = 1) natiirlich von groler Wichtigkeit und soll
daher geschitzt werden. Es gilt also X; ~ Bin(1,p),i =
1,...,n; 0 <p < 1, wobei p unbekannt ist.

Um p mit der ML-Methode zu schétzen, brauchen wir noch
einige Informationen zur Verteilung der X;. Die Wahrschein-
lichkeitsfunktion der Bin(1, p)-Verteilung lautet P(X = k) =
pr(1=p)'=* k € {0, 1} mit E[X] = p und Var(X) = p(1—p).
Die Likelihood-Funktion lautet also

n n
Lp) =[P =x)=[]p" (1 =p)".
i=1 i=1
Wir bilden die Log-Likelihood-Funktion:

I(p) =InL(p) =l [ [PX =x) =) InP(X =x)
i=1 i=1

= Inpi-(1—p).
i=1

Das sieht zwar auch schwierig aus, aber wenn man die Lo-
garithmusgesetze und Summenregeln beherrscht, kann man
einiges vereinfachen.

Wir vereinfachen mit den Logarithmusgesetzen:

I(p) =InL(p) = [[PX =x) =) InPX =x)

i=1 i=1

n n
=Y Inp-(1-p)'™ = Inp" +In(1 —p)' ™

i=1 i=1

= Zx,- -Inp + (1 —x) - In(1 —p).

i=1

Und nun vereinfachen wir noch mithilfe der Summenregeln:

I(p) =InL(p) =l [[PX =x) =) InPX =x)
i=1 i=1

=Y xi-lnp+ (1-x)-In(1 —p)
i=1

18.1 Statistische Schatzverfahren

=Y x-Inp+ Y (1-x)-In(l—p)

i=1 i=1

=lInp in +In(1 —p) Z(l —X;)
i=1 i=1
Das kann man ableiten:
[p)=1/pY x—1/1-p) Y (1-x)
i=1 i=1

Damit fiihren wir eine Monotoniebetrachtung durch. Wir in-
teressieren uns dafiir, wo I(p) steigt, wo also /'(p) > 0 ist:

o= 15— LSy
l(p)—p;x, 1_p;(1 x) =0

&U=-p) x—-py (1-x)=0

i=1 i=1

n n n n

< in—Pin —PZ 1 +P2xi >0
tjl 1:nl i=1 i=1

> in —le >0
i=1 i=1

< Xn:xi—n-pzo

i=1

n
< inZn‘p
i=1

1 n
@pf;i;x,-
P

Bis zum arithmetischen Mittel steigt die Funktion, ab dort
fallt sie. Damit liegt bei p = X ein globales Maximum, und
p = X ist der gesuchte ML-Schiitzer.

Das ist auch nicht verwunderlich, denn wir haben oben be-
reits festgehalten, dass bei der Bin(1, p)-Verteilung E[X] = p
gilt. Und gerade eben haben wir gesehen, dass das arithme-
tische Mittel der beste Schitzer fiir den Erwartungswert, in
diesem Fall fiir p, ist.

455

Teil IV




456

18 Induktive Statistik — Ruckschllsse von einer Stichprobe auf die Allgemeinheit ziehen

Definition: Konfidenzniveau, (1 — «)-Konfidenzintervall

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Konfidenzintervall einen
unbekannten Parameter enthilt, heilt Vertrauenswahr-
scheinlichkeit bzw. Konfidenzniveau und wird mit 1 — «
abgekiirzt.  heifit auch Misstrauenswahrscheinlichkeit.
Ein Konfidenzintervall, das einen unbekannten Parameter
mit Wahrscheinlichkeit 1 — « enthilt, heift (1 — «)-
Konfidenzintervall.

Wir wollen uns an dieser Stelle nicht mit der Theorie beschifti-
gen, die hinter Konfidenzintervallen steckt. Wichtiger ist, dass
wir in der Lage sind, zu gegebenen Problemstellungen und
unbekannten Parametern das geeignete Konfidenzintervall zu
berechnen. Dazu ist es ausgesprochen wichtig, dass man die
Aufgabenstellung genau liest bzw. in der Realitéit die Problem-
stellung genau analysiert. Denn je nachdem, welcher Parameter
geschitzt werden soll und welche Verteilung unterstellt wird,
muss man vOllig unterschiedliche Berechnungen anstellen.

Wenn wir ein Konfidenzintervall fiir den unbekannten Erwar-
tungswert einer Verteilung suchen, miissen wir beriicksichtigen,
mit welcher Verteilung wir es zu tun haben. Beginnen wir mit
der Situation, dass wir guten Gewissens unterstellen konnen,
dass wir es mit einer Normalverteilung zu tun haben. In der Rea-
litdt miissen wir das zuerst testen. Wie das geht, lernen wir in
Abschn. 18.2.

Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert einer Nor-
malverteilung bei bekannter Varianz

Wenn die Stichprobe normalverteilt und die Standardab-
weichung o bekannt ist, dann ist ein zweiseitiges 1 — «)-
Konfidenzintervall fiir © das Intervall:

— o = o
X—X—2*—F—=; X T X2+ ——=
1=3 ﬁ 1=3 \/ﬁ

Das einseitige untere (1 —«)-Konfidenzintervall fiir p lau-
tet:

(Foo w3
—00; X Xl—q * —=
Jn

Das einseitige obere (1 — v)-Konfidenzintervall fiir  lau-

tet:
_ o
|:x —Xl_q ; oo)

ﬁ,

In der Realitit kann man diese Konfidenzintervalle nicht sehr
oft brauchen, denn man ist selten in der Situation, dass man den
Erwartungswert nicht kennt, aber die Varianz, fiir die man den
Erwartungswert braucht, schon.

Aber fiir akademische Zwecke sind diese Konfidenzintervalle
gut geeignet. Man sollte, wenn man bis hierhin alles verstanden
hat, selbststiindig in der Lage sein, die obige Formel anzuwen-
den. Da steht nichts drin, was wir noch nicht kennen: Mittelwert,

Quantil der Standardnormalverteilung (x,). Der Rest muss ange-
geben sein, sonst hat man das falsche Intervall gewihlt.

Sehen wir uns ein Beispiel an:
Beispiel
Auf zwolf Versuchsflichen wurden neue Rapssorten zur
Produktion von Biokraftstoff angebaut. Die Flichen er-

brachten die Hektarertrige (in dz):

35.6,
35.6,

33.7,
36.6,

37.8,
37.1,

31.2,
34.9,

37.2,
35.6,

34.1,
34.0

Aus Erfahrung ist bekannt, dass die Hektarertrige als
Realisierung unabhéngiger N(u, o)-verteilter Zufallsgro-
Ben angesehen werden konnen. Gehen wir davon aus,
dass man (woher auch immer) weiB, dass o>
3.24 gilt. Dann konnen wir ein zweiseitiges 0.95-
Konfidenzintervall fiir den durchschnittlichen Hektarer-
trag (u) wie folgt ausrechnen:

X =35.2833, n=12,
a=0.05= X|-¢ = X0.975 = 1.96,
o=+324=13
Also gilt:
_ o _ o
R ik v,
= [35 2833 — 1.96 18 35.2833 4 1.96 1.8 ]
' V12T V12

= [34.265; 36.302]

Der durchschnittliche Ertrag der Rapsfelder liegt also mit
einer Wahrscheinlichkeit von 95 % zwischen 34.265 und
36.302 Doppelzentner pro Hektar. <

Prinzipiell kann man die Linge eines beliebigen zweiseitigen
Konfidenzintervalls ganz leicht durch ,,obere Grenze — untere
Grenze* ausrechnen. In dem soeben besprochenen Fall kann
man diese Formel aber nutzen, um den benétigten Stichproben-
umfang zu schitzen.

Die Linge eines zweiseitigen Konfidenzintervalls fiir p
bei Normalverteilung und bekannter Varianz betrigt

o
[=2- xl,% . %

Wenn ein solches Konfidenzintervall hochstens die Linge

[ besitzen soll, berechnet sich der Mindeststichprobenum-

fang wie folgt:



Beispiel

Kommen wir noch einmal auf die zwolf Rapsfelder aus
dem obigen Beispiel zuriick. Das Konfidenzintervall, das
wir berechnet haben, hat eine Lange von

V324
1=2 %1 qp- % =2:196: 27 = 2,069
n

Gehen wir nun davon aus, dass das Konfidenzintervall zu
lang ist und dass wir ein Konfidenzintervall haben wollen,
das die Lange 0.5 besitzt. An der Verldsslichkeit wollen
wir keine Abstriche machen, daher miissen wir sicherlich
eine grofere Stichprobe ziehen.

Genauer gesagt brauchen wir eine Stichprobe vom Um-
fang

1.96\>
n>4-0%-x_«l>=4-324- =) =199.148.
2 0.5

Also betrigt der Mindeststichprobenumfang n = 200, mit
dem dies gewihrleistet werden kann. <

Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert einer Nor-
malverteilung bei unbekannter Varianz

Wenn die Stichprobe normalverteilt und die Standardab-
weichung o unbekannt ist, muss man zuerst die Stan-
dardabweichung bzw. die Varianz schitzen, also 6,% =

2o (x2 = (f)2> berechnen.
Dann ist das Intervall
=, (1 Ol) 0, _ 4 (1 Ol) O,
X — b ——)—: X _ ——=)-
n—1 D) «/ﬁ n—1 D) \/ﬁ

ein zweiseitiges (1 — «)-Konfidenzintervall fiir p.

Das einseitige untere (1 —«)-Konfidenzintervall fiir p lau-
tet:

X+t (1 —a) On
—00; X+t (1 — ) -
1 NG
Das einseitige obere (1 — «)-Konfidenzintervall fiir u lau-
tet:

A

|:J_C—tn—1 (1 —a)‘%; 00)

Hierbei bezeichnet 7,_; (1 — %) das (1 — %)-Quantil der t-Ver-
teilung, die wie die Standardnormalverteilung tabelliert vor-
liegt. Im Anhang in Tab. A.12 sind allgemein Werte von #(p)
tabelliert. Das bedeutet, wir miissen in der ersten Spalte das p
suchen, in der ersten Zeile das f, und im Schnittpunkt befindet

sich der gesuchte Wert.

18.1 Statistische Schatzverfahren

Beispiel

Gehen wir von fiinf Messwerten aus und einem Konfi-
denzniveau 1 — o = 0.95. Damit ist « = 0.05. Dann
benotigen wir fiir das zweiseitige Konfidenzintervall fiir
1 bei unbekannter Varianz

0.05
5_ (1 = T) = 14(0.975) = 2.776450856. <«

Die Student t-Verteilung geht auf den englischen Chemiker Wil-
liam Sealy Gosset (1876—1937) zuriick, der bei der Guinness-
Brauerei beschiftigt war und sich mit der Statistik kleiner Stich-
proben beschiftigte. Er veroffentlichte sein Verteilungsmodell
1908 unter dem Pseudonym Student.

Wenn X, X, ...,X, eine Folge von Stichprobenvariablen ist,
die jeweils normalverteilt mit den Parametern p und o sind,
wobei o unbekannt ist, dann ist der Stichprobenmittelwert X
t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden. Freiheitsgrade werden {iibli-
cherweise in der Statistik mit df (degrees of freedom) abgekiirzt.

Beispiel

Gehen wir davon aus, dass bei den zwolf Rapsfeldern die
Varianz nicht bekannt ist, denn wie bereits erwihnt ist die-
se Annahme eher unrealistisch. Wenn wir aber begriindet
unterstellen konnen, dass eine Normalverteilung vorliegt,
dann berechnen wir das zweiseitige Konfidenzintervall
fiir den Erwartungswert mit der folgenden Formel, wobei
gilt, dass

o
fs (1 - 5) — 1,(0.975) = 2.201

und

12
oy = \/ﬁ - (1248.06 — 1244.9136) = 1.8517.

Damit ergibt sich

[7;—;,,_1 (1-3)- f/"ﬁ;xﬂ,,_] (1_%)%]

1.851
= [35.2833 _22001. 1817,
V12
1.8517
35.2833 + 2.201 - }
V12
= [34.107; 36.46]. -

Aber auch wenn man die Verteilung nicht kennt, kann man ein
Konfidenzintervall fiir i angeben. Falls o bekannt ist, nimmt
man dasselbe Konfidenzintervall wie bei der Normalverteilung,
falls nicht benutzt man die folgende Formel.
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Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert einer be-
liebigen Verteilung

Wenn die Stichprobe beliebig verteilt ist und die Stan-
dardabweichung o unbekannt ist, muss man zuerst die

Standardabweichung bzw. die Varianz schétzen, also 62 =
=L« (x_2 = 22) berechnen.

Dann ist das Intervall:

_ On  _ O
x—xl,% o %; X+X1,% o ﬁ
ein zweiseitiges (1 — o)-Konfidenzintervall fiir .

Das einseitige untere (1 —«)-Konfidenzintervall fiir y lau-

tet .
( _+ O-n ]
—00; X+ Xj_g——= |-
Jn

Das einseitige obere (1 — «v)-Konfidenzintervall fiir x lau-
tet .
_ On
X—X|—g*——=;00].
l—o «/ﬁ

Beispiel

Kommen wir noch einmal auf die zwolf Rapsfelder
aus dem obigen Beispiel zuriick. Gehen wir nun da-
von aus, dass wir weder die Verteilung noch die Va-
rianz kennen. Dann konnen wir ein zweiseitiges 95 %-
Konfidenzintervall fiir den unbekannten Erwartungswert
mit der folgenden Formel berechnen:

_ On  _ O
|:x—x1_% c— X+ X - —]

N 2 Jn
1.8517 1.8517
= [35.2833 —1.96- —="": 352833 4+ 1.96 - —}
V12 V12
=[34.236; 36.331]. <

Konfidenzintervalle fiir die Varianz einer Normalvertei-
lung

Wenn die Stichprobe normalverteilt ist, muss man wieder
zuerst die Standardabweichung bzw. die Varianz schétzen,

also 67 = - <x2 = (f)z) berechnen.

Dann ist das Intervall

{(n—l)-:%, (n—l)-:%}
Xi—l (1 - %), Xi—l (%)

ein zweiseitiges (1 — ’)-Konfidenzintervall fiir 0.

Das einseitige untere (I — o)-Konfidenzintervall fiir o

lautet .
X?,_l (@)

Das einseitige obere (1 —o)-Konfidenzintervall fiir o2 lau-
tet
|: (n—1)-62 )
A )
Xn—1 (1I—-a)

Hierbei bezeichnet x2_ (1 — %) das (1 — $)-Quantil der x-
Verteilung, die ebenfalls tabelliert vorliegt. In Tab. A.13 sind
allgemein Werte von sz (p) tabelliert. Das bedeutet, wir miissen
in der ersten Spalte das p suchen, in der ersten Zeile das f, und
im Schnittpunkt befindet sich der gesuchte Wert.

Beispiel

Gehen wir von fiinf Messwerten und einem Konfidenz-
niveau 1 — o = 0.95 aus. Damit ist « = 0.05. Dann
benotigt man fiir das zweiseitige Konfidenzintervall fiir
0% y2_ (1 —248) = x3(0.975) = 11.143262. <

Die y2-Verteilung geht auf den deutschen Mathematiker Fried-
rich Robert Helmert (1843—1917) und den englischen Mathe-
matiker Karl Pearson (1857-1936) zuriick.

Wenn Z;,7,,...,Z, eine Folge von Stichprobenvariablen ist,
die stochastisch unabhingig und jeweils standardnormalverteilt
sind, dann ist die Zufallsvariable X> = Z} + Z3 + ... + Z?
x2-verteilt mit » Freiheitsgraden.

Beispiel

Bislang sind wir bei den Berechnungen fiir unsere Raps-
felder immer von der Punktschitzung fiir die unbekannte
Varianz 62 ausgegangen.

n

Nun konnen wir ein Konfidenzintervall fiir die Varianz an-
geben, z. B. ein zweiseitiges zum Konfidenzniveau 95 %.
Dazu benétigen wir die Formel

|:(n—1)-€r,f. (n—1)83:|
2a-%" 2.3

11-3.432436 11-3.432436
=[ 2192 3816 ]
=[1.722; 9.894]

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % liegt die unbe-
kannte Varianz also zwischen 1.722 und 9.894. |



Konfidenzintervalle fiir die Standardabweichung einer
Normalverteilung

Wenn die Stichprobe normalverteilt ist, darf man aus den
Grenzen des Intervalls fiir o2 die Wurzel ziehen. Also ist
ein zweiseitiges (1 — «)-Konfidenzintervall fiir o das In-

tervall
[\/(n—l)-&g _\/(n—l)-(ng
Xi—l (1 - %), Xi—l (%)

Das einseitige untere (1 —«)-Konfidenzintervall fiir o lau-

tet:
V T (@)

Das einseitige obere (1 — «)-Konfidenzintervall fiir o lau-

tet
(n—1)-62
2 a—a) 2|
Xn_l(l - Ol)
Beispiel

Aufbauend auf dem letzten Beispiel ist es nicht besonders
schwierig, ein 95 %-Konfidenzintervall fiir die unbekann-
te Standardabweichung zu berechnen: Wir ziehen aus den
oben ermittelten Intervallgrenzen einfach die Wurzel und

erhalten
\/ (n—1382 \/(n—l)A,%
20-9"\ 2 (%)

[¢1.722; ¢9.894]
[1.312; 3.145]. P

18.2 Hypothesentests

Bei den Hypothesentests ist die Fragestellung etwas anders als
bei den Schitzungen, denn wir betreiben zwar weiterhin in-
duktive Statistik, schlieen also von einer Stichprobe auf die
Allgemeinheit zuriick, aber statt einen unbekannten Parameter
zu schitzen, haben wir schon zumindest eine Vermutung (also
eine Hypothese) iiber einen der unbekannten Parameter. In die-
sem Fall spricht man auch von Parametertests.

Wenn die Vermutung nicht einen Parameter der Verteilung
betrifft, sondern z. B. die gesamte Verteilung, oder wenn er Un-
abhiéngigkeit priift, spricht man von nicht parametrischen bzw.
parameterfreien Tests. Diese behandeln wir am Schluss.

18.2 Hypothesentests

Hypothesentests besitzen einen festgelegten
Aufbau

Tests sind immer so aufgebaut, dass man eine Aussage als
Hypothese Hy (Nullhypothese) aufstellt; das Gegenteil dieser
Aussage wird ebenfalls (als Alternativhypothese A bzw. H;)
notiert. Hierbei wird darauf geachtet, dass die Meinung desjeni-
gen, der den Test durchfiihrt, als Alternativhypothese formuliert
wird. Das klingt merkwiirdig, hat aber sehr gute Griinde. Zu-
erst einmal existiert nach wie vor das Problem, dass aus einer
Stichprobe Riickschliisse auf die Allgemeinheit gezogen wer-
den. Das bedeutet, dass Tests streng wissenschaftlich gesehen
nichts beweisen konnen, sondern dass man nur folgendermalen
argumentieren kann: Wenn eine Nullhypothese (aus irgendwel-
chen Griinden) verworfen wird, so wird die Alternativhypothese
statistisch untermauert. Daher arbeiten alle Tests so, dass man
versucht, die Nullhypothese zu verwerfen und so die eigene Ver-
mutung, die ja in der Alternativhypothese steht, zu stiitzen.

Hinzu kommt noch ein wissenschaftstheoretischer Grund. Ein
Prinzip der Forschung lautet: Wenn es mehrere Moglichkeiten
der Wahrheit gibt, soll man alle unmoglichen ausschlieen, und
die einzig mogliche Wahrheit bleibt {ibrig. Auch aus diesem
Grund schreibt man die eigene Meinung in die Alternative und
versucht, das Gegenteil, also die Nullhypothese, zu verwerfen,
um so die eigene Meinung zu unterstiitzen.

Parametertests gibt es aus diesem Grund iibrigens immer in
drei Variationen, sogenannten Fragestellungen. Auch hierbei
bezeichnet ¥ wieder den unbekannten Parameter. 9 steht fiir
einen Zahlenwert, also den vermuteten Wert. Man sagt auch,
dass man ¢} gegen den Wert 9 testet.

Fragestellungen bei Parametertests

= Erste einseitige (rechtsseitige) Fragestellung:
Hy: v <1 A O >1

= Zweite einseitige (linksseitige) Fragestellung:
Hy: v>1 A ¥ <y

m  Zweiseitige Fragestellung:
H() o Y= 190 A D 7é 190

AnschlieBend werden bei allen Tests bestimmte Testgrofien
(Teststatistiken) berechnet, und je nach Ergebnis wird die Hy-
pothese verworfen oder nicht. Dieses Vorgehen nennt man
Testvorschrift.

Aber kommen wir noch einmal auf die Problematik des in-
duktiven Vorgehens zuriick. Auch wenn wir die Testvorschrift
100 %ig richtig befolgt haben, kann es passieren, dass der Test
ein falsches Ergebnis liefert. Genauer gesagt konnen uns zwei
Fehler unterlaufen.

Fehler bei Hypothesentests

Einerseits kann der Test als Ergebnis liefern, dass die
Nullhypothese Hj abgelehnt werden soll, obwohl die Hy-
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pothese richtig ist. Dies nennen wir Fehler erster Art.
Oder die Testvorschrift sagt, dass die Nullhypothese Hj
nicht abgelehnt werden kann, obwohl sie in Wirklichkeit
falsch ist. Dann unterlduft uns gerade der Fehler zweiter
Art. Der Grund liegt darin darin, dass man einfach Pech
mit der Stichprobe haben kann.

Betrachten wir zwei Beispiele, um zu verstehen, was gemeint
ist:

Beispiel

= Ein Qualititspriifer kann zwei Arten von Fehlern
machen: Entweder er sortiert funktionierende Teile
falschlicherweise aus, oder er ldsst mangelhafte Teile
falschlicherweise durch die Kontrolle.

m  Stellen wir uns vor, wir arbeiten fiir einen Automo-
bilzulieferer fiir Bremsanlagen. Eines Morgens finden
wir auf unserem Schreibtisch einen Erpresserbrief,
in dem jemand behauptet, er hitte Bremsleitungen
durchtrennt. Dann konnen uns ebenfalls zwei Feh-
ler unterlaufen: Entweder wir tauschen alle Leitungen
aus, obwohl sie gar nicht defekt sind, oder wir verkau-
fen die Bremsanlagen weiter, und sie sind defekt. <

Diese Beispiele sollen verdeutlichen, dass normalerweise einer
der beiden (tatsdchlich nicht ganz auszuschliefenden) Fehler
schwerwiegender ist als der andere.

Unmittelbar einleuchtend ist, dass man daran interessiert ist,
die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des schwerwiegenden
Fehlers moglichst gering zu halten. Genau so klar ist, dass
wenn wir eine Fehlerwahrscheinlichkeit kleinhalten, die andere
Fehlerwahrscheinlichkeit automatisch grofer wird. (Allerdings
addieren sie sich nicht zu 1, das wire dramatisch!)

Definition: Fehlerwahrscheinlichkeiten und Signifikanz-
niveau

Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens des Fehlers 1. Art,
also des Fehlers, Hy abzulehnen, obwohl Hj richtig ist,
heilt Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art bzw. «. Sie
wird auch als Signifikanzniveau eines Tests bezeichnet.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Fehlers
zweiter Art, also des Fehlers, H nicht abzulehnen, obwohl
H, falsch ist, heit Fehlerwahrscheinlichkeit zweiter
Art bzw. B.

Mathematisch sind Tests so aufgebaut, dass man « beschrinken
kann bzw. einfach vorgibt, z. B. « = 1 % etc. Auch hierin liegt
wieder eine Begriindung, warum die eigene Vermutung in die
Alternative gehort: Wenn o beschrinkt werden kann, bedeutet
das, dass die Wahrscheinlichkeit, dass man die Nullhypothe-
se Hj ablehnt, obwohl sie richtig ist, beschrinkt werden kann.

Wenn dort nun das drin steht, was man eigentlich nicht vermutet,
arbeitet man besonders wissenschaftlich, da man die Fehler-
wahrscheinlichkeit, dass man sich ,,in die Tasche liigt*, gering
hilt.

Einstichprobentests iiberpriifen Vermutungen,
die einen Parameter einer Verteilung betreffen

In diesem Abschnitt geht es um Hypothesentests, die sich mit
einem Parameter einer Verteilung beschiftigen, also z. B. um p
oder um 2. Man unterscheidet hierbei Tests, die mit einer Stich-
probe arbeiten, und Tests, die mehrere Stichproben miteinander
vergleichen. (Da dies eine Grundlagengeschichte ist, betrachten
wir nur zwei Stichproben. Etwas umfangreicher wird es aber na-
tiirlich, wenn man drei, vier oder mehr Stichproben miteinander
vergleichen will.)

Beginnen wir mit den Einstichprobentests. Die folgenden Para-
metertests arbeiten alle mit einer Stichprobe.

GauB-Test

Der GauB-Test testet Hypothesen bzgl. des Erwartungs-
wertes bei Normalverteilung. Die Varianz o> muss dabei
bekannt sein.

Hypothesen und Alternativen lauten dann:

m Erste einseitige (rechtsseitige) Fragestellung:
Ho: p<po A: p>po

m  Zweite einseitige (linksseitige) Fragestellung:
Ho: p=>=po At p<po

m  Zweiseitige Fragestellung:
Ho: pw=po A p#po

Die Testvorschrift lautet in den jeweiligen Fragestellun-
gen:

Lehne H ab, falls

" X> o+ X -
B X< Uo—Xl—q*
B X> o+ Xi-g -
oder
X< Mo—X1-¢ -

SRR RS

Im zweiseitigen Fall muss also zuerst die eine Unglei-
chung tiberpriift werden. Wenn diese nicht erfiillt ist, muss
noch die zweite Ungleichung iiberpriift werden. Nur wenn
beide Ungleichungen nicht erfiillt sind, kann die Hypothe-
se nicht abgelehnt werden.

Beim Gauf3-Test ist es relativ einfach, die Fehlerwahrscheinlich-
keit zweiter Art zu berechnen. Dazu benutzt man den zentralen
Grenzwertsatz und erhilt Folgendes:



Anwendung: GauB-Test

Zwischen dem Zulieferer fiir Schaumstoff und einem LKW-
Hersteller gibt es einen Liefervertrag, in dem geregelt ist,
dass der LKW-Hersteller einen Preisnachlass fordern darf,
wenn nachgewiesen werden kann, dass bei einer Lieferung
die Schaumstoffpakete weniger als die vereinbarten (und auf
die Pakete aufgedruckten) 100kg wiegen. Da eine Voller-
hebung zu teuer und zu aufwendig ist, haben die Parteien
vereinbart, aus jeder Lieferung eine Stichprobe vom Umfang
10 zu ziehen, und sie konnten sich auf ein Signifikanzniveau
von 5 % einigen.

Beide Parteien gehen davon aus, dass das Gewicht der
Schaumstoffpakete normalverteilt ist, wobei generell eine
Varianz von 0> = 4 vorliegt. Bei der letzten Lieferung ergab
die Stichprobe folgende Werte: 101 kg, 98 kg, 96 kg, 102 kg,
99kg, 101 kg, 102kg, 103kg, 96kg, 97 kg.

Der Geschiftsfiithrer des LKW-Herstellers will nun wissen,
ob er einen Preisnachlass fordern darf. Hierzu verwendet er
die zweite einseitige Fragestellung mit Hy : > 100 gegen
A : p < 100, denn er mochte ja gerne belegen, dass er we-
niger als 100 kg erhilt, und das muss wie bereits besprochen
in die Alternative.

Seine zu befolgende Testvorschrift lautet also:
Lehne Hy ab, falls X < g — x1—g - %

Suchen wir zuerst alle Werte, die wir benétigen:

Mo = 100, denn das ist immer die Zahl, die in Nullhypothe-
se und Alternative auftaucht. 0 = 2, denn die Varianz war
ja mit 4 angegeben. n = 10, das ist der Stichprobenumfang.

X = 99.5. Bleibt noch das Quantil der Standardnormalvertei-
lung: x;_y = X095 = 1.645.

Insgesamt gilt es also zu priifen, ob
99.5 < 100 — 1.645 2 _ 98.9596

Da das nicht stimmt, kann der Geschiiftsfiihrer die Nullhypo-
these auf dem 5 %-Signifikanzniveau nicht ablehnen. Er kann
also seine eigene Meinung nicht untermauern, denn diese
steht in der Alternative, und somit kann er keinen Preisnach-
lass fordern.

Nun nehmen wir die Perspektive des Zulieferers ein. Dieser
mochte nachweisen, dass er nicht nur 100kg Schaumstoff
verpackt hat, sondern sogar mehr als das. Also verwendet er
die erste einseitige Fragestellung mit Hy : © < 100 gegen
A : > 100 und der Testvorschrift:

18.2 Hypothesentests

Lehne H ab, falls X > o + x1_q * %

Wir miissen also priifen, ob

2
99.5 > 100 + 1.645 - — = 101.0404.
/10

Da dies ebenfalls nicht stimmt, kann der Zulieferer seine
Behauptung auch nicht belegen, jedenfalls nicht bei ei-
ner Fehlerwahrscheinlichkeit von 5 %. Ehrlich gesagt wird
er seine Behauptung auf keinem Signifikanzniveau belegen
konnen, denn egal wie klein der zweite Term wird, er bleibt
auf jeden Fall positiv, und daher wird die rechte Seite immer
> 100 sein.

Als letzter Akteur mischt sich nun der Hersteller der Anla-
ge ein, auf der die Schaumstoffpakete gepackt werden. Er
will iiberpriifen, ob seine Anlage noch korrekt arbeitet. Daher
verwendet er die zweiseitige Fragestellung: Hy : n = 100
gegen A : i # 100 mit der Testvorschrift:

Lehne H ab, falls X > po+x1-¢ % oderX < po—xi-g¢ %
Hier benétigen wir ein anderes Quantil der Standardnormal-
verteilung, ndmlich Xi_g = X975 = 1.960. Beginnen wir
mit der ersten Bedingung und priifen, ob

2
99.5 > 100 + 1.96 + — = 101.2396.
/10

Das stimmt natiirlich nicht, also miissen wir die zweite Be-
dingung priifen:

99.5 <100 —1.96 — = 98.76.

2
/10
Auch das ist nicht erfiillt. Also kann auch der Anlagenbauer
die Nullhypothese nicht ablehnen.

Aber im Gegensatz zu den beiden vorherigen Fragestellun-
gen steht in der Nullhypothese das, was der Anlagenbauer
zeigen mochte, ndmlich dass die Anlage Pakete mit einem
Gewicht von 100kg packt. Er kann also davon ausgehen,
dass seine Anlage exakt arbeitet. Die zu dieser Vermutung
gehorende Fehlerwahrscheinlichkeit ist aber 8, ndmlich die
Wahrscheinlichkeit, Hy nicht abzulehnen, obwohl die Null-
hypothese falsch ist.
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Beim GauB-Test betrdgt die Fehlerwahrscheinlichkeit
zweiter Art bei der ersten einseitigen Fragestellung

,3245((#0—#)'?4-?610()-

Bei der zweiten einseitigen Fragestellung betrégt sie

,321—45((#0—#)-?—)61(1).

Auf die zweiseitige Fragestelung verzichten wir an dieser
Stelle. Es sollte uns klar sein, dass wir zur Berechnung na-
tiirlich den wirklichen und wahren Erwartungswert p und
die Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art o kennen muss.
Sonst geht es nicht!

Beispiel

Der Geschiftsfiihrer des LKW-Herstellers mochte nun
gerne wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit er irrtiim-
lich auf einen Preisnachlass verzichtet, falls das wirklich
wahre Gewicht der Schaumstoffpakete p genauso grof3 ist
wie der Mittelwert der Stichprobe, also 99.5 kg. Er inter-
essiert sich also fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit zweiter
Art, d.h. .

Da er die zweite einseitige Fragestellung verwendet hat,
gilt

p= 1—¢((uo—u)-g—xl_a)

10
— 11— ((100 ~99.5)- g - 1.645)

= 1 — &(—0.85) = ®(0.85) = 0.8023.

Die Wahrscheinlichkeit betrégt also 80.23 %.

Der Schaumstoffzulieferer wiederum mochte nun wissen,
mit welcher Wahrscheinlichkeit der Test als Ergebnis lie-
fert, dass die Schaumstoffpakete hochstens 100 kg schwer
sind, wenn das zu erwartende Gewicht der Pakete w in
Wirklichkeit 101 kg betrdgt. Auch er muss also die Feh-
lerwahrscheinlichkeit zweiter Art, also 8, berechnen, aber
fiir die erste Fragestellung. Daher gilt

8 =¢((uo—m.g+xl_a)

10
= ((100— 101) - g + 1.645)

= ®(0.06) = 0.5239.

Der Test ist also in diesem Sinne recht ungenau, da er in
mehr als der Hilfte der Fille falsch entscheidet. |

Genauso kann man auch einen Mindeststichprobenumfang an-
geben, der bei gegebenem « und B verwendet werden muss.
Dazu muss man die obigen Formeln nach » umstellen:

Beim GauB-Test betrdgt der Mindeststichprobenumfang
bei gegebenem o und B bei der ersten einseitigen Frage-

stellung
2
ne (et o)
Mo — [

Bei der zweiten einseitigen Fragestellung betrigt er

2
Xg — Xl—a
vz (o)
Mo — [
Das sehen wir uns an einem Beispiel an:

Beispiel

Der Geschiftsfiihrer des LKW-Herstellers mochte nun
beide Fehlerwahrscheinlichkeiten begrenzen: ¢« soll nach
wie vor hochstens 5 % betragen, B aber hochstens 10 %.
Daher berechnet er einen Stichprobenumfang von

2
n> (x—l_a +Xp -0)
Mo — M
[ *0.95 + X09 9 g

~ \100—99.5
_ (1.645 + 1.282

2
2) = 137.077.
0.5

Es miissen also mindestens 138 Schaumstoffpakete gewo-
gen werden.

Der Schaumstoffzulieferer muss fiir seine Frage

2
n> (L —Hia ‘a)
Mo — K

_ 2

_ (xo.l X0.95 ‘2)
100 — 101

. (—1.282— 1.645

2
2) =34.269,
100 — 101 ) 34269

also 35 Pakete wiegen. <

Der bekannteste Test fiir Erwartungswerte ist sicherlich der t-
Test.



t-Test

Der t-Test testet Hypothesen bzgl. des Erwartungswertes
bei Normalverteilung. Die Varianz o ist dabei unbekannt.
Daher muss zuerst die Varianz geschitzt werden, indem

62 = L. (F - fz) berechnet wird.
Hypothesen und Alternativen lauten dann:
= Ho: p=<po A: pu>po
= Ho: p=po A: p<po
= Hy: pu=p A p#po

Die Testvorschrift lautet in den jeweiligen Fillen:

Lehne H, ab, falls

. b (a5
. F<po—ti(1-0)-
= E>po o (1-9) %

oder X
X < (o — th—1 (1—%)'%.

Im zweiseitigen Fall muss also zuerst die eine Unglei-
chung iiberpriift werden. Wenn diese nicht erfiillt ist, muss
noch die zweite Ungleichung iiberpriift werden. Nur wenn
beide Ungleichungen nicht erfiillt sind, kann die Hypothe-
se nicht abgelehnt werden.

Approximativer GauB-Test

Der approximative GauBl-Test testet Hypothesen bzgl.
des Erwartungswerts bei beliebiger Verteilung. Der Stich-
probenumfang muss mindestens n > 30 betragen. Die
Varianz o2 kann dabei bekannt sein, muss aber nicht.

Hypothesen und Alternativen lauten dann:
= Ho: p=po A: pu>po

m Hy: p>=po A p<po
= Hy: pw=py A: p#puo

Die Testvorschrift lautet in den jeweiligen Féllen, wenn o
bekannt ist:

Lehne H, ab, falls

2

B X> o+ Xi—q -
B X< flo— X"
= = o
[ x>uo+x1,%-ﬁoderx<uo—x1,%‘7.

n

sl

Im dritten Fall muss also zuerst die eine Ungleichung
iiberpriift werden. Wenn diese nicht erfiillt ist, muss noch
die zweite Ungleichung iiberpriift werden. Nur wenn bei-
de Ungleichungen nicht erfiillt sind, kann die Hypothese
nicht abgelehnt werden.

Wenn o2 nicht bekannt ist, muss in der Teststatistik o

durch 6, ersetzt werden (wobei 6"2 = 1. (F - )72) ist).

n—1

18.2 Hypothesentests

Hypothesen und Alternativen lauten dann:

" Ho: p=po At > o

= Ho: p=po Al pw<po

= Hy: pw=po A pFpo

Die Testvorschrift lautet in den jeweiligen Fillen, wenn o
unbekannt ist:

Lehne H ab, falls

2

u f>u0+x1_a-ﬁ
. f</“0_xl—a‘ﬁ

— . = _ . On
X > o+ x-¢ ﬁoderx<p,0 Xi-g * Jn

Im dritten Fall muss also zuerst die eine Ungleichung
iiberpriift werden. Wenn diese nicht erfiillt ist, muss noch
die zweite Ungleichung iiberpriift werden. Nur wenn bei-
de Ungleichungen nicht erfiillt sind, kann die Hypothese
nicht abgelehnt werden.

Damit wird klar, dass bei bekannter Varianz der Gau3-Test und
der approximative GauBl-Test identisch sind. Wir miissen also
nur den Fall betrachten, dass die Varianz unbekannt ist und dass
sich nun doch herausgestellt hat, dass die Gewichte der Schaum-
stoffpakete nicht normalverteilt sind.

x2-Test fiir die Varianz

Der y>-Test fiir die Varianz testet Hypothesen bzgl. der
Varianz bei Normalverteilung.

Hypothesen und Alternativen lauten dann:

= Hy: o*<o; A: o0’>0}

= Hy: o’>0f A: o’<oq}

= Hy: o’=0f A: o’#oq}

Die Testvorschrift lautet in den jeweiligen Fillen:

Lehne H ab, falls

n w > )(i_l(l—a)
2 2

Bt < (@)

(=167
2
9%

(=D&} 2 (e 2 (_¢
u s < Xn_1(5) oder > fu (1 =9).
Im dritten Fall muss also zuerst die eine Ungleichung
iiberpriift werden. Wenn diese nicht erfiillt ist, muss noch
die zweite Ungleichung tiberpriift werden. Nur wenn bei-
de Ungleichungen nicht erfiillt sind, kann die Hypothese
nicht abgelehnt werden.

Beispiel

Nun beschiftigen wir uns noch mit der Frage, ob die
Varianz, die bei den beiden Geschiftspartnern im ers-
ten Beispiel (also beim GauB3-Test) vom Himmel gefallen
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Anwendung: t-Test

Wir betrachten noch einmal unsere beiden Geschéftspartner
aus den vorherigen Beispielen. Aber diesmal gehen wir da-
von aus, dass (realistischerweise) die Varianz der Gewichte
der Schaumstoffpakete unbekannt ist. Ohne es iiberpriift zu
haben, unterstellen wir weiterhin, dass das Gewicht der Pa-
kete normalverteilt ist.

Wir miissen ¢ also zuerst die unbekannte Varianz schétzen:
62 = 25 (P =F) = - (9906.5 - 99.5%) = 6.944, also

n n—1

ist 6, = 2.635.

Der Geschiiftsfiihrer des LKW-Herstellers will nun wissen,
ob er einen Preisnachlass fordern darf. Hierzu verwendet er
die zweite einseitige Fragestellung mit Hy : © > 100 ge-
gen A : u < 100, denn er mochte ja gerne belegen, dass er
im Durchschnitt weniger als 100 kg erhilt, und das muss wie
bereits besprochen in die Alternative.

Seine zu befolgende Testvorschrift lautet also:
Lehne Hy ab, falls ¥ < pug — f,_ (1 — a)%.

Suchen wir zuerst alle Werte, die wir benotigen: oy = 100,
denn das ist immer noch die Zahl, die in Nullhypothese und
Alternative auftaucht. 6, = 2.635. n = 10, das ist der
Stichprobenumfang. X = 99.5. Bleibt noch das Quantil der
t-Verteilung: £, (1 — ) = 19(0.95) = 1.833.

Insgesamt gilt es also zu priifen, ob

99.5 < 100 —1.833 — 2635 = 08.4725.

V10

Da das nicht stimmt, kann der Geschiiftsfiihrer die Nullhypo-
these auf dem 5 %-Signifikanzniveau nicht ablehnen. Er kann
also seine eigene Meinung nicht untermauern, denn diese
steht in der Alternative, und somit kann er keinen Preisnach-
lass fordern.

Nun nehmen wir die Perspektive des Zulieferers ein. Dieser
mochte nachweisen, dass er nicht nur 100 kg Schaumstoff in

die Pakete gepackt hat, sondern sogar mehr als das. Also ver-
wendet er die erste einseitige Fragestellung mit Hy : p < 100
gegen A : v > 100 und der Testvorschrift:

Lehne H ab, falls X > po + t,-1(1 — @) - %

Wir miissen also priifen, ob 99.5 > 100 4 1.833 - % =
101.5275. Da dies ebenfalls nicht stimmt, kann der Zuliefe-
rer seine Behauptung auch nicht belegen, jedenfalls nicht bei
einer Fehlerwahrscheinlichkeit von 5 %.

Als letzter Akteur mischt sich nun der Hersteller der Ver-
packungsstrale ein, auf der die Schaumstoffpakete gepackt
wurden. Er will iiberpriifen, ob seine Maschine noch korrekt
arbeitet. Daher verwendet er die zweiseitige Fragestellung:

Hy : = 100 gegen A : 1 # 100 mit der Testvorschrift:

6n

Lehne Hy ab, falls ¥ > wo + t,-1(1 = 3) - 7 oder

¥<po—t(1-%)- 2.
Hier bendtigen wir ein anderes Quantil der t-Verteilung,
nidmlich , (1 — %) = 19(0.975) = 2.262.

Beginnen wir mit der ersten Bedingung und priifen, ob

99.5 > 100+2.262- % = 101.8848. Das stimmt natiirlich

nicht, also miissen wir die zweite Bedingung priifen:

99.5 < 100—2.262-% = 98.12. Auch das ist nicht erfiillt.

Also kann auch der Anlagenbauer die Nullhypothese nicht
ablehnen. Aber im Gegensatz zu den beiden vorherigen
Fragestellungen steht in der Nullhypothese das, was der
Anlagenbauer zeigen mochte, ndmlich dass die Anlage Pa-
kete mit einem Gewicht von 100kg packt. Er kann also
belegen, dass seine Fertigungsstralle exakt arbeitet. Die zu-
gehorige Fehlerwahrscheinlichkeit ist aber 8, ndmlich die
Wahrscheinlichkeit, Hy nicht abzulehnen, obwohl die Null-
hypothese falsch ist.

war, wirklich 62 = 4 ist, oder ob sie nicht eher groBer
oder kleiner als 4 ist. Wir testen also die Varianz gegen
die Zahl 07 = 4.

Wir miissen wieder zuerst die unbekannte Varianz schit-
zen:

— 10
82 =" L(% %) = (99065~ 99.5%) = 6.944.

n—
Da man bei diesem Test bei jeder Fragestellung auf der
linken Seite der Ungleichungen immer denselben Aus-
druck berechnen muss, namlich

(n—1)52 96944
og -

= 15.625,

betrachten wir diesmal nur die zweiseitige Fragestellung
Hy: o2=4 A: o £4.

Wir brauchen zum Vergleich mit unserer Testgrofe zwei
Quantile der y2-Verteilung:

2 (%) = 73(0.025) = 2.7

und o
2 — =) = 2 =
e (1 2) 73(0.975) = 19.023.

Da weder 15.625 < 2.7 noch 15.625 > 19.023 stimmt,
kann Hy zum Niveau 5 % nicht abgelehnt werden. Die
Schitzung, dass 02 = 4 ist, ist also in Ordnung. <




Anwendung: Approximativer GauB-Test

Wir miissen wieder zuerst die unbekannte Varianz schitzen:
62 = - (x2 —X%) = 10/9(9906.5 — 99.5%) = 6.944, also
ist 6, = 2.635.

n

Der Geschiftsfiihrer des LKW-Herstellers will immer noch
wissen, ob er einen Preisnachlass fordern darf. Hierzu ver-
wendet er die zweite einseitige Fragestellung mit Hy : p >
100 gegen A : © < 100, denn er mochte ja gerne belegen,
dass er weniger als 100 kg erhilt, und das muss wie bereits
besprochen in die Alternative. Seine zu befolgende Testvor-
schrift lautet also:

Lehne Hy ab, falls ¥ < g —x1—¢ * % Suchen wir zuerst alle
Werte, die wir benotigen.

Ho = 100, denn das ist immer die Zahl, die in Nullhy-
pothese und Alternative auftaucht. o, = 2.635, n = 10.
X = 99.5. Bleibt noch das Quantil der Standardnormalver-
teilung: x;_o = xp95 = 1.645.

Insgesamt gilt es also zu priifen, ob

2.635
99.5 < 100 — 1.645 - —— = 98.6293.

V10

Da das nicht stimmt, kann der Geschiftsfiihrer die Nullhypo-
these auf dem 5 %-Signifikanzniveau wieder nicht ablehnen.
Er kann also seine eigene Meinung immer noch nicht unter-
mauern, denn diese steht in der Alternative, und somit kann
er keinen Preisnachlass fordern.

Nun nehmen wir die Perspektive des Herstellers ein. Dieser
mochte immer noch nachweisen, dass er nicht nur 100 kg in
die Tafeln packt, sondern sogar mehr als das. Also verwendet
er wieder die erste einseitige Fragestellung mit Hy : © < 100
gegen A : v > 100 und der Testvorschrift:

On

Lehne Hj ab, falls X > o + xj—¢ *

N
Wir miissen also priifen, ob
2.635
99.5100 + 1.645 - —— = 101.3707.
V10

18.2 Hypothesentests

Da dies ebenfalls nicht stimmt, kann der Schaumstofffa-
brikant seine Behauptung auch noch immer nicht belegen,
jedenfalls nicht bei einer Fehlerwahrscheinlichkeit von 5 %.

Als letzter Akteur mischt sich nun wieder der Hersteller der
Maschine ein, auf der die Schaumstoffpakete gepackt wer-
den. Er will iiberpriifen, ob seine Maschine noch korrekt
befiillt. Daher verwendet er die zweiseitige Fragestellung mit
Hp : ;0 = 100 gegen A : u # 100 und der Testvorschrift:

Lehne Hy ab, falls X > pg + Xi—g - %

oder

N

Oy
Jn

Hier benotigen wir ein anderes Quantil der Standardnormal-
verteilung, namlich X|_g = X975 = 1.960.

X < o —Xj-¢ -

Beginnen wir mit der ersten Bedingung und priifen, ob

2.635
99.5 > 100 4 1.96 - —— = 101.633.

V10

Das stimmt natiirlich nicht, also miissen wir die zweite Be-
dingung priifen:

2.
99.5 < 100 —1.96 - ﬁ = 98.37.

V10

Auch das ist nicht erfiillt. Also kann auch der Maschi-
nenhersteller die Nullhypothese nicht ablehnen. Aber im
Gegensatz zu den beiden vorherigen Fragestellungen steht
in der Nullhypothese das, was der Maschinenhersteller zei-
gen mochte, ndmlich dass die Maschine Pakete mit einem
Gewicht von 100kg packt. Er kann also nachweisen, dass
seine Maschine exakt arbeitet. Einschrinkend miissen wir
aber festhalten, dass unser Zahlenbeispiel die Voraussetzun-
gen zur Anwendung des approximativen GauB3-Tests nicht
vollstindig erfiillt — der Stichprobenumfang ist zu gering.

Zweistichprobentests vergleichen die Parameter
zweier Stichproben miteinander

In der Realitit vergleicht man zwar auch Parameter einer Stich-
probe gegen einen hypothetischen Wert, aber genauso wichtig
sind Verfahren, die die unbekannten Parameter zweier Stichpro-
ben miteinander vergleichen. Beispielsweise braucht man diese
Verfahren, wenn man zwei Produktionsanlagen miteinander ver-
gleichen will oder die Folgen eines Prozesseingriffs abschitzen

mochte und eine Stichprobe von vor dem Eingriff mit einer
Stichprobe vergleicht, die nach dem Eingriff gezogen wurde.

Am héufigsten vergleicht man in der Realitdt die Erwartungs-
werte und die Varianzen bzw. Standardabweichungen zweier
Stichproben. Daher betrachten wir diese beiden Verfahren hier
niher.

Im Falle des Vergleichs zweier Erwartungswerte muss man
unterscheiden, ob man es mit verbundenen (d.h. abhingi-
gen) oder unverbundenen (d. h. unabhiingigen) Stichproben
zu tun hat. Damit ist gemeint, ob man fiir jedes Merkmal
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unterschiedliche Stichprobenelemente hat oder ob bei jedem
Stichprobenelement beide Merkmale erhoben wurden.

Es gilt die Faustregel: Wenn man die Merkmalstriger der ers-
ten und der zweiten Stichprobe physisch trennen kann, sind es
unverbundene Stichproben. Wenn das nicht moglich ist, arbeitet
man gerade mit verbundenen Stichproben.

Beispiel

Wenn man einen Vergleich des Konsumverhaltens von
Frauen und Mannern durchfiihrt, arbeitet man mit unver-
bundenen Stichproben. Denn man wird das Kaufverhalten
von einigen Frauen beobachten und davon getrennt das
Kaufverhalten von ausgewiéhlten Ménnern. Man konnte
also alle Frauen in ein Geschéft bringen und die Mén-
ner in ein anderes und die beiden Stichproben so physisch
voneinander trennen.

Wenn man hingegen die Wirksamkeit einer Nachbearbei-
tung testet, wird man sinnvollerweise die ausgewéhlten
Werkstiicke vor der Bearbeitung messen und dieselben
Werkstiicke nach der Bearbeitung noch einmal messen.
In diesem Fall ist es nicht moglich, die Vorher- und die
Nachherstichprobe physisch voneinander zu trennen, also
arbeitet man mit verbundenen Stichproben. |

Im Falle von verbundenen Stichproben erhebt man fiir jedes
Stichprobenelement die Differenz der beiden Merkmale und
fiihrt fiir die Differenzwerte je nach erfiillten Voraussetzungen
einen GaufB3-Test, t-Test oder approximativen Gauf3-Test durch.
Das bedeutet, dass Nullhypothese und Alternative umgeformt
werden miissen.

Vergleich von Erwartungswerten bei verbundenen
Stichproben

Aus

= Ho: pr=<p2 A u1>pu
= Ho: pr=p2 Al <o
B Hy: pi=py A #F

wird

m Hy: wpur—p2=<0 A > o
m H: Ml—/LQEO A oy < o
m Hy: pi—pa=0 A: i #u

Dementsprechend miissen alle Messwerte umgeformt
werden, indem man die Differenzen berechnet.

Beispiel

Betrachten wir ein Werkstiick. Vor Beginn der Nachbe-
arbeitung wurde der Durchmesser bei zehn Werkstiicken
gemessen, nach der Nachbearbeitung noch einmal. Die

Ergebnisse konnen der folgenden Tabelle entnommen
werden (inkl. Verdnderungen):

Werk- | Durchmesser | Durchmesser | Verdanderung
stiick | vorher (x;) nachher (x;) | (d = x; — x2)
1 156 147 9

2 167 159 8

3 134 134 0

4 147 149 -2

5 120 120 0

6 154 140 14

7 155 151 4

8 140 136 4

9 139 130 9

10 128 125 3

Zur Vereinfachung gehen wir davon aus, dass der Durch-
messer normalverteilt, die Varianz aber genau wie der
Erwartungswert unbekannt ist. Die Frage ist, ob sich der
Durchmesser durch die Nachbearbeitung signifikant ver-
kleinert hat (@ = 5 %). Dementsprechend fiihren wir
einen t-Test fiir die Verdnderung durch.

Daher wenden wir die erste einseitige Fragestellung an
und testen Hy : pu; < up gegen A : pu; > o bzw.,
umgeformt, Hy : 1 — o < 0gegenA : p; — pup > 0.

Es ergibt sich x = 4.9, 6, = 5,021,17(0.95) = 1.833.

Da49 >0+ 1.833- % = 2.91, kann H, zum Niveau

5 % abgelehnt werden. Die Nachbearbeitung scheint al-
so zu signifikanten Verkleinerungen der Durchmesser zu
fiihren. <

Im Falle von unverbundenen Stichproben (xi,...,x,, und

.., Yn,) unterscheidet man wieder einige Fille.

Zweistichproben-GauB-Test

Beide Stichproben sind normalverteilt, beide Varianzen
(07 und 67) sind bekannt.

Dann lauten Nullhypothesen und Alternativen wie folgt:

m Hy: <o A >
m Hy: 1> A oy < o
= Hy: pi=p A i #

Die Testvorschrift lautet in den jeweiligen Fillen:
Lehne H ab, falls

> Xl—q

< —X|—«



hl

[ ey oder o AL
i1+i2 i1+i2
0l ) 0l )

Beispiel

Nun konnen wir das Kaufverhalten zwischen den Ge-
schlechtern niher untersuchen. Gehen wir davon aus, dass
eine Forschergruppe 40 Frauen und 50 Minner in einen
Baumarkt zum Einkaufen geschickt hat. Im Durchschnitt
haben die Frauen X = 95.6 Euro und die Ménner y =
93.3 Euro ausgegeben.

Heif3t das, dass Frauen im Baumarkt mehr Geld ausgeben
als Ménner? Nehmen wir ein Signifikanzniveau von 5 %
an.

Gehen wir davon aus, dass die Stichproben normalver-
teilt sind und dass die wirklichen Varianzen bekannt sind,
namlich o7 = 10.5 und 0, = 10.9. Wir miissen die erste
einseitige Fragestellung benutzen mit Hy: ;) < i, gegen
A > .

Wir diirfen Hy ablehnen, falls S X|—q-

Uz Uz -
9.9
ar
In unserem Fall gilt
X—-y _ 95.6-933
o2 o2 [0 109
\/ﬁ i ERETN

1.015.X1_a = X095 = 1.645.

Hj kann also zum Niveau 5 % nicht abgelehnt werden.
Frauen scheinen somit nicht mehr Geld als Minner im
Baumarkt auszugeben. <

Zweistichproben-t-Test

Beide Stichproben sind normalverteilt, die Varianzen sind

unbekannt, aber man weiB, dass 07 = o73.

Dann lauten Nullhypothesen und Alternativen wie folgt:

= Ho: pr=<p2 A u1>pu
m Hy: pizpe  Aropr <2
= Hy: pi=p A i #F

Die Testvorschrift lautet in den jeweiligen Fillen:

Lehne H ab, falls

Xy
n >t 21—«
DD+ 02 ey ( )
ny+ny—2 . nyny
Xy
- < _tn|+n272(1 - C()

(1187 +(13-1)63 ) 4y
ny+ny—2 nyny

18.2 Hypothesentests

-5 o
L] ) ) > tn1+n2—2(1 - 5)
(1 =D37+( =185 n) +ny
ny+ny—2 . nyny
oder
=y o
< — H(1=%).
(1 D2+ —162 4y mn-2(1=5)
nytny—2 TR
Beispiel

Wir betrachten wieder die 40 Frauen und 50 Ménner die
in einen Baumarkt zum Einkaufen geschickt wurden. Wie
gesagt haben die Frauen im Durchschnitt X = 95.6 Euro
ausgegeben, die Mdnner y = 93.3 Euro. Dieses Mal sind
aber die wahren Varianzen unbekannt, daher wurden sie
aus den Stichproben geschitzt. Es ergaben sich folgende
Werte: 61 = 10.5 und 6, = 10.9.

Konnen wir nun belegen, dass Frauen im Baumarkt mehr
Geld ausgeben als Manner? Wir arbeiten wiederum mit
einem Signifikanzniveau von 5 %.

Gehen wir nun davon aus, dass die Stichproben (die
wir hier nicht kennen) normalverteilt waren und dass
wir guten Gewissens (dafiir sprechen auch die &hnli-
chen Varianzschitzungen) davon ausgehen diirfen, dass
die Varianzen zwar unbekannt, aber gleich sind. Die-
se Unterstellung muss man eigentlich noch mit einem
Zweistichproben-F-Test iiberpriifen, der gleich vorgestellt
wird.

Uns interessiert immer noch die erste einseitige Fragestel-
lung mit Hy : 01 < o gegenA : (g > Uo.

Wir diirfen H, ablehnen, falls

Xy
— — > Inyy,, (1 —@).
("1_1)01 +("2_1)Uz L nitmp
ny+ny—2 ny-ny
Hier ergibt sich
xX—y 95.6 —93.3
(=D& +m=D53  n4m \/39~10.52+49~10.92 .9
ny+ny—2 nyny 2000

= 1.011,
toyomyn(1 — &) = 155(0.95) = 1.662.

Da 1.011 < 1.662, kann Hy zum Niveau 5 % nicht abge-
lehnt werden.

Auch in diesem Fall scheinen Frauen nicht mehr Geld im
Baumarkt auszugeben als Ménner. <

Approximativer Zweistichproben-GauB-Test

Beide Stichproben sind beliebig verteilt, beide Varianzen
sind unbekannt, n;, n, > 30.

467

Teil IV




18 Induktive Statistik — Ruckschllsse von einer Stichprobe auf die Allgemeinheit ziehen

Dann lauten Nullhypothesen und Alternativen wie folgt:

m Hy: pi=<p At pr>p2
= Ho: pr=p2 Al ur <o
B Hy: pi=py A #F

Die Testvorschrift lautet in den jeweiligen Fillen:

Lehne H ab, falls

i

" 62 52 = Xl—a
i1+i2
2l )
e
I @
i1+i2
i 2
] Y > x_e oder —2X— < —xj_e.
62 52 2 52 52 2
_1+_2 _1+_2
2 2 2 )
Beispiel

Wir betrachten wieder die 40 Frauen und 50 Ménner die
in einen Baumarkt zu Einkaufen geschickt wurden. Wie
gesagt haben die Frauen im Durchschnitt X = 95.6 Euro
ausgegeben, die Ménner y = 93.3 Euro. Dieses Mal sind
aber die wahren Varianzen unbekannt, daher wurden sie
aus den Stichproben geschitzt. Es ergaben sich folgende
Werte: 61 = 10.5 und 6, = 10.9.

Konnen wir nun belegen, dass Frauen im Baumarkt mehr
Geld ausgeben als Manner? Wir arbeiten wiederum mit
einem Signifikanzniveau von 5 %.

Diesmal unterstellen wir keine Normalverteilung. Das
ist auch nicht notig, da die Varianzen unbekannt, die
Stichprobenumfinge aber grofl genug sind, um den ap-
proximativen GauB3-Test durchzufiihren.

Wir wollen iiberpriifen, ob p; > w,, also miissen wir die
erste einseitige Fragestellung anwenden mit Hy : pu; <

o gegen A 1 Ly > L.

Wir konnen Hy ablehnen, falls ——==2— > x|_,.
.8
+ 2}
aree

Es gilt
X—=y _ 956-933

%) r
6 | 63 10.52 | 10.92
\/m + nm \/ 2% 1750

Xl—aq = X095 = 1.645.

= 1.015,

Hj kann also zum Niveau 5 % nicht abgelehnt werden.
Auch in diesem Fall scheinen Frauen nicht mehr Geld im
Baumarkt auszugeben als Minner. |

Zweistichproben-F-Test

Mochte man die Varianzen zweier unabhéngiger Stichpro-
ben miteinander vergleichen, so fiihrt man einen Zwei-

Stichproben-F-Test durch. Die Hypothesen und Alterna-
tiven lauten dann wie folgt:

= Hy: o}<o} A: o}>o0}
= Hy: o}>o7 A: o}<o}

= Hy: of=o0; A: of#o;.
Falls beide Stichproben normalverteilt sind, lautet die
Testvorschrift in den jeweiligen Féllen: Lehne Hj ab, falls

u _;2 > Fnlfl,nzfl(l —C{)
S 1

T K T

62 Fny—1.ny—1(1—a)

AD
oL _a o 1
B 5> Fyiap-1(1 = 3) oder 52 < rp— -y

F..n(p) bezeichnet hierbei die Quantile der F-Verteilung mit den
Freiheitsgraden m und n. Die entsprechenden Quantile sind in
Tab. A.14 aufgefiihrt. Wichtig ist hierbei die Reihenfolge der
Indizes. Denn F,, ,,(p) ist etwas anderes als F,, ,(p). In Tab. A.14
steht der erste Index in der ersten Spalte und der zweite Index in
der ersten Zeile.

Beispiel

Gehen wir davon aus, dass in der ersten Stichprobe sieben
Objekte und in der zweiten Stichprobe acht Objekte wa-
ren. Falls wir auf dem Signifikanzniveau 10 % einen Test
durchfiihren wollen, ob die Varianzen der beiden Stich-
proben gleich sind, brauchen wir also einmal

Fe7(0.95) = 3.86597776
und einmal

F7.6(0.95) = 4.206668791. <

In diesem Buch findet man wie in allen anderen Statistiklehrbii-
chern nur Tabellen fiir p = 0.95 und p = 0.99. Ein hiufiger
Anfingerfehler besteht darin, die beiden Tabellen zu verwech-
seln.

Fiir einige weitere p-Werte kann man die Quantile der F-
Verteilung mit folgender Formel berechnen:

Es gilt der folgende Zusammenhang:

1

Fm,n(p) - Fn,m(1 _p)

Den F-Test braucht man iibrigens in der Praxis sehr oft als ,,Vor-
test. Denn man wundert sich beim Zweistichproben-t-Test ja



schon. Die Varianzen miissen unbekannt, aber gleich sein?! Wie
soll das gehen?

Die Antwort ist, man hat zuerst einen F-Test in der zweiseiti-
gen Fragestellung durchgefiihrt und konnte die Nullhypothese
nicht verwerfen. Dann kennt man zwar die Varianzen immer
noch nicht, aber man darf annehmen, dass sie gleich sind.

Beispiel

Wir kommen noch einmal auf unsere Studie zum Kauf-
verhalten von Frauen und Ménnern zuriick. Wir iiber-
priifen, ob die Varianzen gleich sind, denn wir wollen
Klarheit haben, ob das Beispiel, das gewihlt wurde, auch
wirklich fiir den Zweistichproben-t-Test geeignet ist. Ein
Signifikanzniveau von 2 % wird fiir ausreichend exakt ge-
halten. Es werden 41 Frauen und 51 Minner in einen
Baumarkt zum Einkaufen geschickt. (Den leicht verén-
derten Stichprobenumfang brauchen wir, damit wir in den
Tabellen ablesen konnen.)

Die geschitzten Varianzen betragen 67 = 10.5% und
65 = 10.9%. Wir iiberpriifen die zweiseitige Fragestel-

lung, also Hy : 07 = 07 gegen A : 07 # 07,
und wir diirfen H ablehnen, falls

A

67 o
~2 anl—l;nz—l l==
2

5 2
oder
67 1
R
02 (Fnz—l;nl—l(l - 5)
Es gilt 2 = 1052 — 0928
s gilt 7 = {55 .928.

Fuy—1: m—1(1 = §) = Fap, 50(0.99) = 2.01. Die erste Be-
dingung ist also nicht erfiillt.

Vielleicht die zweite:

1 1 1
= = —— = 0.485,
Fryt:m—1(1=3)  Fs50,40(0.99)  2.06

also ist auch die zweite Bedingung nicht erfiillt. Wir diir-
fen die Nullhypothese nicht verwerfen. Die Varianzen
scheinen also gleich zu sein (aber immer noch unbe-
kannt). <

Parameterfreie Tests liberpriifen Hypothesen,
die nicht die Parameter einer Verteilung
betreffen

Bislang haben wir Tests besprochen, die Hypothesen beziiglich
eines Parameters einer Verteilung gepriift haben. Das ist natiir-
lich nicht alles, was uns interessiert. Weitere wichtige Frage-
stellungen sind z. B. ,,Welche Verteilung haben meine Daten?

18.2 Hypothesentests

und ,,Sind meine Daten unabhingig?*. Solche Fragestellungen
konnen mit parameterfreien Tests (oder auch synonym nicht
parametrischen Tests) bearbeitet werden.

In vielen Fillen ist man daran interessiert zu wissen, ob die
unbekannte Verteilung einer Grundgesamtheit gleich einer ver-
muteten Verteilung ist. Beispielsweise sollte man vor der Durch-
fiihrung eines t-Tests in der Praxis erst einmal {iberpriifen, ob die
Daten eigentlich normalverteilt sind.

Ein moglicher Test, um eine vorgegebene Verteilung zu testen,
ist der y*-Anpassungstest. Das ist nicht unbedingt der beste
Test, da er eine relativ grofle Stichprobe benétigt, um hinrei-
chend exakt zu sein. Statistikprogramme wie SPSS bieten auch
den Kolmogorov-Smirnov-Test an, der bei kleineren Stichpro-
ben sinnvoller ist. Aber den y?-Anpassungstest kann man mit
tiberschaubarem Aufwand mit dem Taschenrechner durchfiih-
ren.

Den y2-Anpassungstest gibt es in drei Varianten, je nachdem,
welche Verteilung man vermutet und welche Informationen man
iiber die Verteilung besitzt.

x2-Anpassungstest fiir diskrete Verteilungen

Hier betrachten wir den Fall, dass eine diskrete Verteilung
mit den Auspriagungen xi, Xy, . . ., X, und der Wahrschein-
lichkeitsfunktion P vorliegt, wobei p; = P(x;) unbekannt
ist.

Etwaige Parameter der zu iiberpriifenden Verteilung wer-
den aber als bekannt vorausgesetzt.

Dann lauten die Hypothese und die Alternative wie folgt:
Hy: pj=pifirallej=1,...,m

gegen
A: p; # p; fiir mindestens ein j

Die Testvorschrift lautet dann:

Lehne Hy ab, falls V > x2_ (1 — «), wobei

o (-nB) _ 17

j=1
Dabei muss gelten: n-p; > 5 fiiralle 1 <j < m.

Als Hilfe legt man sich normalerweise eine Tabelle an.

Beispiel

Nehmen wir an, wir finden uns nachts in einer zwie-
lichtigen Kneipe wieder und werden zum Wiirfelspiel
(natiirlich gegen Geldeinsatz) eingeladen. Da sollte es von
Interesse sein herauszufinden, ob der Wiirfel gefélscht ist.
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Wir leihen uns also (kurz) den Wiirfel und wiirfeln 100-
mal. Die folgende Tabelle zeigt das Ergebnis:

Ergebnisj|1|2|3|4|5|6
Haufigkeitn; | 23 [ 26| 17 | 14| 11 ]9

Unser Hypothesensystem lautet dann natiirlich:
Hy : p; = & fiirj = 1,..., 6 (dann ist der Wiirfel fair)
gegen

Aip #
gefilscht).

% fiir mindestens ein j (dann ist der Wiirfel

Es gilt, dass wir H, ablehnen (und wegrennen) miissen,
falls
V> gy (1—a),

=2 2

0 m  (n—np; n
wobei V = E i —L(J _p) = 1 "L —n.

j=1 np; j=1 pj

Ein Signifikanzniveau von 5 % bietet ausreichende Si-
cherheit.

Wir machen uns zur Berechnung von V eine Tabelle:

P N L
1/6 | 100- ¢ = 16.67 | 23
1/6 | 100- ¢ = 16.67 | 26
1/6 | 100- 3 = 16.67 | 17
1/6 | 100- ¢ = 16.67 | 14
1/6 | 100 ; = 16.67 | 11
1/6 | 100 ¢ = 16.67 | 9

Die Bedingung n-p; > 5 ist fiir alle Ergebnisse erfiillt, wir
konnen also weiterrechnen.

Wir nehmen die zweite Variante, um V auszurechnen:

1 & n?
V=—Z_i—n

nip

1 (232+262 172 142 112+92)

=g\ Tt T +tTTtTtT T
00\s § & & & s
— 100

= 13.52

Das gesuchte Quantil ist
12 (1—a) = x2(0.95) = 11.07.
DaV =13.52> x2_(1—a) = x%(0.95) = 11.07, soll-

ten wir unsere Nullhypothese ablehnen und schleunigst
den Laden verlassen. D |

x*-Anpassungstest fiir stetige Verteilungen

Hier betrachten wir den Fall, dass eine stetige Vertei-
lung mit der unbekannten Verteilungsfunktion FX vorliegt.
Etwaige Parameter der Verteilung werden wiederum als
bekannt vorausgesetzt.

Dann lauten die Hypothese und die Alternative wie folgt:

Hy: F*=F) A: F*#F;
Die Testvorschrift lautet dann ebenfalls: Lehne H ab, falls
V> (1—a).

Hier miissen aber zuerst einige Berechnungen durchge-
fiihrt werden: Zuerst wird die x-Achse in m Intervalle
zerlegt, namlich

A = (—00;x1],A2 = (x15x2], .. . A = (13 00
Dann ist
p_l = F())((xl)9
p_2: Fg(xz)—Fg(xl),...,
Pm =1 _Fg(xm—l)~
Dann berechnet sich V wie oben, also
V = - 2L
Sl

j=1

Dabei muss auch hier gelten: n - p; > 5 fiir allel <j < m.

Wenn die Bedingung nicht erfiillt ist, fasst man benach-
barte Intervalle so lange zusammen, bis die Bedingung fiir
alle Intervalle erfiillt ist.

Als Hilfe legt man sich normalerweise dieselbe Tabelle
wie oben an.

x*-Anpassungstest bei unbekannten Parametern

Hier betrachten wir den Fall, dass eine Verteilung vermu-
tet wird (egal ob diskret oder stetig) und dass zusétzlich k
Parameter der Verteilung unbekannt sind.

In diesem Fall miissen die k& unbekannten Parameter
zuerst mithilfe der Maximum-Likelihood-Methode ge-
schitzt werden.

AnschlieBfend werden die entsprechenden Hypothesen
und Alternativen entweder des diskreten oder des stetigen
Tests benutzt, also im diskreten Fall:

Ho:p_,-:ﬁjfiirallej: 1,....m



-
Anwendung: y2-Anpassungstest fiir stetige Verteilungen

In einer Sdgemiihle werden Balken der Linge 2 m gesigt.
Die Qualititssicherung erlaubt eine Standardabweichung
von o = 0.05m.

Um zu iiberpriifen, ob die Linge der Balken normalverteilt,
genauer gesagt N(2;0.05)-verteilt, ist, wurde eine Stich-
probe vom Umfang 1000 gezogen. Das Ergebnis kann der
folgenden Tabelle entnommen werden:

Klasse 4; | Hiufigkeit n;

(—00; 1.90] 0

(1.90:2.00] 530

(2.00:2.10] 470
(2.10; 00) 0

Zur Uberpriifung legen wir eine Tabelle wie beim diskreten
x?-Anpassungstest an, aber diesmal miissen wir die D; zuerst
gesondert berechnen:

pi=r=19) =4 (57 = 42
—1—$(2) = 1-0977 = 0.023,
P = PX<2)—P(X < 1)

2-2 1.9-2
~4(55) ¢ (505 ) =092
— 05— (1—$(2) = —0.5 + 0.977 = 0.477,

P = PX < 2.0) ~ PX < 2)

2.1-2 2-2

:¢( 0.05 )_¢(W)

=¢(2) — $(0) = 0.977 — 0.5 = 0.477,

18.2 Hypothesentests

p,=1-PX<2l)=1—¢ 21-2
Pa = =)= 0.05

=1-¢2)=1-0.977 = 0.023.
Jetzt konnen wir folgende Tabelle aufstellen:

A | B |

n-p nj
(—00; 1.90] | 0.023 | 1000-0.023 =23 | 0
(1.90;2.00] | 0.477 | 1000-0.477 = 477 | 530
(2.00;2.10] | 0.477 | 1000-0.477 = 477 | 470
(2.10;00) | 0.023 | 1000-0.023 =23 | 0

Die Bedingung nn-p; > 5 ist fiir alle Klassen erfiillt, wir miis-
sen also keine Klassen zusammenfassen.

Dann ist auch die Berechnung von V ganz einfach:

1
V=- L _—n
ne='p
1 2 2 4702 2
_ ) 0 530 70 n 0 — 1000
1000 \0.023 0477 0477 0.023

= 51.99.
Diesen Wert miissen wir mit
2 _ 2 _
Am_1 (I —0a) = x3(0.95) = 7.81

vergleichen und diirfen die Nullhypothese verwerfen. Die
Linge der Balken scheint nicht (2; 0.05)-verteilt zu sein.

gegen
A : p; # p; fiir mindestens ein j

und im stetigen Fall:

Hy:F*=F, A:F*#F}.

Die Testvorschrift lautet dann:
Lehne Hy ab, falls V > y2_, (1 —a).

Auch hierbei berechnet sich V wie oben, also

RN WY
VLTS Taky

Dabei muss auch hier gelten: n - p; > 5
m.

firallel <j <

Wenn die Bedingung nicht erfiillt ist, fasst man benach-
barte Intervalle so lange zusammen, bis die Bedingung fiir
alle Intervalle erfiillt ist.

Achtung Auch wenn es nur ganz klein ist, aber in dem Index
steht ein —k. <

Ansonsten geht man genauso vor, wie wenn man keine Parame-
ter geschitzt hat. Mit der Hilfstabelle geht dies relativ schnell.
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-
Anwendung: y2-Anpassungstest bei unbekannten Parametern

Kommen wir noch einmal auf die Balken aus dem obigen Jetzt konnen wir folgende Tabelle aufstellen:

Beispiel zuriick. Vielleicht sind sie ja normalverteilt, aber die
Parameter, die vorgegeben waren, stimmten gar nicht?!

Nehmen wir an, dass die Stichprobe die folgenden Schitzun-
gen ergeben hat:
X = 2.03 und 6,, = 0.09.

Diesmal berechnen sich die p; wie folgt:

- _(19-203
Pr=PX<19) =9¢ (—0'09 )

— p(—1.44) = 1 — $(1.44) = 1 —0.925 = 0.075,
P, =PX=2)-PX=19)

(2-2.03 1.9 —2.03
:¢( 0.09 )_¢( 0.09 )
= $(~0.33) — p(—1.44) = $(1.44) — $(0.33)
=0.925—0.629 = 0.296,

Py =P(X <2.1) = P(X <2)

_(2.1-203 2-2.03
_¢( 0.09 )_¢( 0.09 )
= ¢(0.78) — $(—0.33) = 0.782 — (1 — 0.629) = 0.357,

~ 2.1-2.03

=1-¢(0.78) = 1 —0.782 = 0.218.

4 | | n-p; w
(—o00;1.90] | 0.075 | 1000-0.075 =175 0
(1.90;2.00] | 0.296 | 1000 -0.296 = 296 | 530
(2.00;2.10] | 0.357 | 1000-0.357 = 357 | 470

(2.10;00) | 0.218 | 1000-0.218 =218 | 0O

Die Bedingung n ‘D= 5 ist fiir alle Klassen erfiillt, wir miis-
sen also keine Klassen zusammenfassen.

Dann ist auch die Berechnung von V ganz einfach:

1 & n?
V= —Z;—’—n
nj:] D;
4702 0?

5302
— 1000
0357 © 0.218)

0.296

1 0°

~ 1000 \0.075

= 567.75.
Diesen Wert miissen wir mit
Xmir (1= @) = x1(0.95) = 3.84

vergleichen. Wir haben ja zwei Parameter geschitzt, also ist
k=2.

Wiederum diirfen wir die Nullhypothese verwerfen. Die Lén-
ge der Balken scheint also gar nicht normalverteilt zu sein.

Aufgaben

18.1 Die Zufallsvariablen X, ..., X5 seien unabhingig. Wei-
ter soll angenommen werden, dass sie dieselbe Verteilung haben
und dass E[X;] = p und Var(X;) = o fiiri = 1,..., 5 gilt. Wel-
che der folgenden Schitzfunktionen

a) sind erwartungstreu fiir ;?
b) ist unter den erwartungstreuen diejenige mit der kleinsten Va-
rianz?

A=X 42X — 1X - 1X, - 1Xs
B=1X + 1% + X3 + 23X, + 1X;
C=35(X +X)

D=1+1X +Xo+Xs+Xs +Xs)
E=1X+X+X;+Xs+X5)

18.2  Ein Autohersteller produziert Luxusautos. Der Verkaufs-
leiter hat fiir die letzten 24 Monate notiert, wie viele Autos in
jedem Monat verkauft wurden. Diese Zahlen sind in der nach-

folgenden Tabelle angegeben:

Anzahl k der in einem 0|1(2|3|4|5]|]6|=>7
Monat verkauften Autos

Anzahl der Monate mitk | 2 | 5
verkauften Autos

6‘5

3{2‘1‘ 0

a) Die Ereignisse, 6, 7 oder mehr Luxusautos in einem Monat
zu verkaufen, sind offensichtlich sehr selten. Welche der Ih-
nen bekannten Verteilungen konnen Sie dem Verkaufsleiter
zur Modellierung fiir das Auftreten seltener Ereignisse vor-
schlagen?

b) Die in a) bestimmte Verteilung héngt nur von einem Parame-
ter ab. Schitzen Sie diesen Parameter mithilfe der Maximum-
Likelihood-Methode fiir das hier angegebene Beispiel.

c) Bestimmen Sie die relativen Haufigkeiten fiir den Verkauf
von 0, 1,2,...,6 Autos in einem Monat.

d) Berechnen Sie fiir die in a) bestimmte Verteilung unter
Verwendung des in b) ermittelten Parameters die Wahrschein-
lichkeiten fiir die Ereignisse 0,1,2,...,6 Autos in einem
Monat zu verkaufen.

e) Vergleichen Sie die relativen Hiufigkeiten aus c) mit den in
d) bestimmten Wahrscheinlichkeiten.



18.3 Die Zufallsvariable X sei N (u;2)-verteilt, wobei i
unbekannt ist. Eine Stichprobe vom Umfang 100 ergab einen
Mittelwert von 4.5. Bestimmen Sie ein (zweiseitiges) Intervall,
welches den gesuchten Erwartungswert p mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 0.9 enthiilt.

18.4 Fiir das Produkt A stehe eine neue Produktionsmethode
zur Verfiigung. Es kann angenommen werden, dass die Produk-
tionsdauer X N (u; o?)-verteilt ist, wobei J und o unbekannt
sind. Eine Stichprobe vom Umfang 10 brachte das folgende Er-
gebnis, wobei die jeweilige Produktionsdauer in Minuten notiert
1st:

il1]2]3]4]5]6]7]8]9]10
55(45]50|54|56]58]52]49] 61|60

Xi

a) Bestimmen Sie zum Konfidenzniveau 0.95 ein zweiseitiges
Konfidenzintervall fiir p.

b) Bestimmen Sie zum Konfidenzniveau 0.95 ein zweiseitiges
Konfidenzintervall fiir o.

18.5 Eine Krankenversicherung hat zur Berechnung eines Ta-
rifs 1000 zufillig ausgewihlte Versicherte befragt, wie viele
Tage X im Jahr sie Ski fahren. Die Auswertung der Befragung
ergab

X, =45unds, = 3.2.

Bestimmen Sie ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir ;1 zum
Konfidenzniveau 0.95.

18.6  Ein Vertrag iiber die Lieferung von Ravioli in 750-ml-
Dosen sieht vor, dass der Abnehmer einen Preisnachlass fordern
darf, wenn er (bei einer Fehlerwahrscheinlichkeit « = 5 %)
nachweist, dass der zu erwartende Doseninhalt p kleiner als
750 ml ist. Er entnimmt dazu der Lieferung unabhingig und zu-
fallig n = 25 Dosen und bestimmt den jeweiligen Inhalt [in ml]:

748 753 741 761 759
756 749 737 749 755
744 742 755 751 743
753 758 748 757 735
743 742 759 741 742

Der Doseninhalt sei eine N (u; 4)-verteilte Zufallsgrofe.

a) Wie ist die Fragestellung als statistisches Testproblem zu for-
mulieren?

b) Welches Ergebnis resultiert aus dem zugehorigen statisti-
schen Test? Darf der Abnehmer einen Preisnachlass fordern?

¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit verzichtet der Abnehmer
aufgrund der in b) benutzten Testvorschrift irrtiimlich (beim
Stichprobenumfang n = 25) auf den vertragsmifig verein-
barten Rabatt, falls der zu erwartende Doseninhalt gleich
748 ml ist? Welche Wahrscheinlichkeit ist damit im Sinne der
Testtheorie gemeint?

d) Wie gro3 muss n gewihlt werden, damit die in c) genannte
Wahrscheinlichkeit hochstens 10 % betrigt?

Aufgaben

e) Welche Testvorschrift miisste der Ravioliproduzent benutzen,
wenn er (bei einer Fehlerwahrscheinlichkeit von 5 %) nach-
weisen will, dass der zu erwartende Doseninhalt p tatsdchlich
grofer als 750 ml ist?

18.7 Ein Unternehmen hatte in einer Mitteilung vor dem
Borsengang bekannt gegeben, dass die durchschnittliche Pro-
duktionsdauer fiir das Gut A weniger als 12 Stunden betrage.
Von der Produktionsdauer kann angenommen werden, dass sie
normalverteilt ist. Eine iiberpriifung vom Umfang 25 ergab nun
ein Stichprobenmittel von 11.5 Stunden und eine Stichproben-
standardabweichung von 3 Stunden.

Muss das Unternehmen die Hypothese, dass die durchschnitt-
liche Produktionsdauer weniger als 12 h betrégt, aufgrund der
Stichprobe bei einem Signifikanzniveau von 0.01 revidieren?

18.8  Als Portfoliomanager investieren Sie in die Aktien A und
B. Fiir diese beiden Papiere werden folgende Stichproben von
Schlusskursen (in Euro) notiert:

Zeipkt. |1 |2 |3 |4 |5 e
Aktie A | 12.10 [ 12.50 [ 10.50 | 10.30 | 11.60 | k. A.
Aktie B | 14.30 | 16.00 | 16.50 | 16.40 | 15.30 | 14.50

Es wird (hier) unterstellt, dass die Schlusskurse fiir den beob-
achteten Zeitraum normalverteilt und stochastisch unabhingig
sind.

Fiir das Risikocontrolling Thres Arbeitgebers ist es wichtig, das
,.Risiko”“ von Aktien zu messen. Als Mal3 fiir das Risiko ei-
ner Aktie werde vereinfachend die Standardabweichung der
Schlusskurse herangezogen.

a) Testen Sie die Nullhypothese ,,Das Risikomal der Aktie A ist
gleich 0.60 Euro* (Irrtumswahrscheinlichkeit 5 %).

b) Konnen Sie die Vermutung, dass die Aktie A risikoreicher ist
als die Aktie B, durch einen Test zum Niveau 1 % statistisch
untermauern?

18.9  Ein Hersteller von Kiihlschrinken bietet fiinf verschie-
dene Modelle an. Die Firma geht davon aus, dass 30 % der
verkauften Kiihlschrinke vom Typ 1, 35% vom Typ 2, 15%
vom Typ 3, 10 % vom Typ 4 und 10 % vom Typ 5 sind. Von 500
zufillig ausgewihlten Kidufern eines Kiihlschrankes dieses Her-
stellers haben 120 den Kiihlschrank vom Typ 1, 135 den vom
Typ 2, 120 den vom Typ 3, 65 den vom Typ 4 und 60 den vom
Typ 5 gekauft.

Formulieren Sie Hypothese und Alternative. Kann man die Hy-
pothese Hy zum Signifikanzniveau 0.01 verwerfen?

18.10 Ein Unternehmen mochte iiberpriifen, ob die Lebensdau-
er eines von ihm produzierten Elektronikbauteils exponential
mit Parameter A = 0.25 verteilt ist. Eine Stichprobe vom Um-
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fang 30 ergab folgende Werte: 18.11

X sei die Zeitdauer fiir die Abfertigung eines Kunden an der

i1 2 3 4 > 1617 8 K Kasse eines Supermarktes. Es wurde eine Stichprobe vom

x| 3] 41255 8 |35 [45]58 Umfang 50 entnommen, um zu {iberpriifen, ob X eine Expo-
P10 11 | 12| 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18 nentialverteilung besitzt, dabei lagen die Abfertigungszeiten (in
x| 4125 7 |15/25]6 (35| 4 |55 Sekunden) mit folgenden Héufigkeiten n; im Intervall A;:
i|19]20 |21 | 22|23 24|25 26 | 27 .
x| 51035 45[8]4]15]5 : L i
- 1 [0; 15] 2
i|28]29] 30 2| (15:30] .
nujp4pzge 3| (30:45] | 7
Uberpriifen Sie die Hypothese zum Signifikanzniveau 0.05. Ver- 4| (4560 |10
wenden Sie folgende Intervalleinteilung: A, = [0;1],A, = 5| (60;90] |12
(1;3],A3 = (3;5] und A4 = (5;00). 6| (90;120] | 6
7| (120;180] | 4
8| (180;00) | 2

Das Stichprobenmittel betrug 54. Testen Sie die Behauptung
zum Niveau o = 0.05.
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